Osszedllitotta: Bolesfoldi Tunde (bolcsfoldi-matek.webnode.hu).
Forrds: SokszinG matematika - Az analizis elemei [Mozaik Kiadd]
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DERIVALASI FELADATOK

Differencialsz




Osszeg, szorzat, hdnyados derivdltja:

4.2. TETEL:  Haaz f(x) és g(x) az x, € D; N D, pontban diffe-
rencialhatd, akkor f(x) £ g(x), f(x)-g(x), és ha

S(x)

g(xy) # 0, akkor o) is differencialhato ebben
gx
a pontban. Derivaltjaik pedig rendre:

(f £g) (x0) = (xo) £ &' (x9),
(f-8) (x0) =" (x0) - 8(x0) + f(x0) - 8 (x0);
ha g(x,) #0,

(i)’(x )= £ (xy) - 8(xo) = S((x0) - £ (o)
g) " g (xo) '

Osszedllitotta: Bolesfoldi Tinde (bolcsfoldi-
matek.webnode.hu). Forrds: Sokszin0 matematika - Az
analizis elemei [Mozaik Kiadd]



Osszetett fUggvény derivdltja:

4.3. TETeL:  Ha a g(x) fiiggveny x, € D, pontban és az f(x)
fiiggvény g(x,) € Dy pontban differencidlhatok,
akkor f(g(x)) is differencialhat6 x, pontban, és

(f(®) (xo) = f '(g(x0)) - &'(xo)-

Osszedllitotta: Bolesfoldi Tinde (bolcsfoldi-
matek.webnode.hu). Forrds: Sokszin0 matematika - Az
analizis elemei [Mozaik Kiadd]



Inverz fuggvény derivaltja:

4.4.TEreL:  Ha az f(x) fiiggvénynek létezik inverze az |a; b
nyitott intervallumon, és f(x) differencialhato
az f~!(xy) helyen, tovabba f'(f~1(x,)) # 0, akkor
az f~1(x) differencidlhaté x, ]a; b| pontban, és

1) (x) = 1 :
(f )( 0) f/(f_l(xo))

Osszedllitotta: Bolesfoldi Tinde (bolcsfoldi-
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Osszefoglalva:

Osszedllitotta: Bolesfoldi Tinde (bolcsfoldi-
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VI.

Derivalasi szabalyok

[c-f(x)]'=c-f(x)

[F(x) = g(x)] =F'(x) = g'(x)

[F(x)- g(x)]" = F'(x) - g(x) +£(x) - g'(x)




Hatvanyfuggvény derivaltja:

A bevezetd 3. példaban lattuk, hogy az f(x) = x* fiiggvény derivaltja
f’(x) = 2x. Vizsgaljuk most meg dltaldban, hogy f(x) = x" (n € ]N*)
hatvanyfiiggvényekre milyen szabaly vonatkozik!

4.5. TETEL: ~ Ha n € N*, akkor az f(x) =x" fiiggveény D, min-
den pontjaban differencialhato, és

f®)=n-x""1,

Osszedllitotta: Bolesfoldi Tinde (bolcsfoldi-
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Bizonyitas |.

Teljes indukci6t hasznalunk, mivel a kitevOben pozitiv egész ért€kek
vannak.

1. Vizsgaljunk meg néhany kezdeti értéket. Az f(x) = x-re:
(xl)'= e R
A példaban lattuk, hogy
(xz)/ =2 .3 =2x
2. Tételezziik fel, hogy (x”)’ =n-x"1,
3. Végiil vizsgéljuk meg az x"*! hatvanyfiiggvényt:
(x””), = (x-x”), =x" - x"+x- (x"‘)’ =
=x"+n-x"=(n+1)-x".
Hasznaltuk a szorzatra vonatkozo differencidlési szabalyt:

(f-9)=f-g+f g, ahol f(x)=xés g(x)=x"

Osszedllitotta: Bélcsfoldi Tinde (bolcsfoldi-
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Bizonyitas II.
Tekintsiik a kovetkezO nevezetes szorzatot:
= (a - b)(a”"1 +a"2b+a* 3%+ ... +alb" % + b"‘l).

A zargjelben levd hatvanyfiiggvények folytonossaga miatt:

"—xg x— x4 22y 4, 4 20
F(xg) = lim ——Y = lim (=) %0 i) -
X=Xy X — X X=X, X — Xy
= lim (x”‘1+x”‘2x0 +...+ x5 1)—n-x6’"1.
x—)xo
® ¢ o E
Kovetkezmény: Ha p, g € Z és g # 0, akkor barmely x > 0-ra F(x) = x4
fliggvény derivaltja: )
|
Fl=2
q
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Néehany elemi fUggveny

derivaltfuggveéenye:

Osszedllitotta: Bolesfoldi Tinde (bolcsfoldi-
matek.webnode.hu). Forrds: Sokszin0 matematika - Az
analizis elemei [Mozaik Kiadd]

tgx

ctgx

arcsinx

arccosx

arctgx

arcctgx

Inx

log, x

aX

x-Ina

a*-Ina

eX



Kidolgozott derivaldsi feladatok:

1. pelda
Hatarozzuk meg az f(x) = 3x3-5x2 + 8x + 4 polinomfiiggvény derivalt-
fliggvenyeét.

Megoldas
Alkalmazzuk ebben a sorrendben az (f+ g)" (IL.), (c-f)" (I.) derivélasi
szabalyokat, illetve a konstans- €s a hatvanyfiiggvény derivaltjat.
Ennyire részletesen kés6bb nem sziikséges kiirni:
F(x)=Bx3-5x%+8x+4) =
= (3x3) = (5x2) + (8x) + (4 =3(x3) = 5(x2) + 8(x) + 4’ =
= 3(3x2) — 5(2x) + 8(1) + 0 = 9x% — 10x + 8.

Tehat a keresett derlvaltfuggveny f'(x) =9x>—10x + 8.

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu
analms elemei [MOZCIIk Klado]



2. pelda

5
Hatarozzuk meg az f(x) =1%/x7 ¢sa g(x) = — differencialnanyados
fliggvényét.
Megoldas
Mindkét esetben ajanlott a tortkitevojd alak, majd a hatvanyfiiggvény
derivalasa:
7\ 7 93
f'(x)z(xm) __ W'lzix 100 - _/
100 100 100 10\/ 03

g (x)=(5x"4) =5(x~4) = 5(-4x %) = —20x 3
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matek.webnode.hu). Forrds: Sokszin0 matematika - Az
analizis elemei [Mozaik Kiadd]



3. peélda
Derivaljuk a h(x) = (3x + 1)(2x3 - 5x2) fiiggvényt.
Megoldas I.

Fejtsiik ki a szorzatot, €s az 1. példahoz hasonldan jarjunk el:
K (x) = [Gx + 1)(2x3 - 5x2)] = [6x* - 13x3 - 5x2] =
= (6x4)’ — (13x3), — (sz)’ = 6(x4), — 13(x3)l — S(xz)’ =
= 6(4x3) — 13(3x2) — 5(2x) = 24x3 — 39x2 — 10x.
Megoldas Il.

Kezeljiik szorzatként a fiiggvényt, legyen f(x) = 3x + 1 és g(x) = 2x>— 5x2,
igy h(x) =f(x)- g(x). III. szerint:
f@ - g o+ f - g
B (x)=@x+1) - (263 = 5x2) + Bx +1) - (263 = 5x2) =

=3(2x3 = 5x2) + (3x + 1) (6x2 — 10x) =
=6x° — 15x2 +18x3 — 24x% — 10x = 24x> — 39x% — 10x.

Usszeunuiiu. puicsiviul 1unue \puICSIVIUL-

matek. webnode hu). Forrds: Sokszin( matematika - Az
analizis elemei [Mozaik Kiadd]




4. pelda
Hatérozzuk meg a h(x)=+/x - tgx derivaltfiiggvényét.

Megoldas

Hasonldan az el6z6 példéhoz:
O H@=(f@ ) =@ @)+ fx) g ()=
( l) 1 1 -1 b1 _tex  Jx

tox+x2-(tex) =—x 2-tax+x2- .
5 ‘(1) 2 - Cos2x 2\/— Cos2x

Osszedllitotta: Bélcsfoldi Tinde (bolcsfoldi-
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N
9. példa
Irjuk fel az f(x) = x-e* fiiggvény gorbéjének x, = 1 pontjaban hizhato
erintojének egyenletét. (7. abra)

Megoldas

Az f(x) fiiggvény gorbéjéhez (xO; f(xo)) pontban huzott érint§ mere-

deksége f"(xy), ahogyan azt kordbban lattuk (Leibniz példdja). Az egye-

nes irdnytangenses egyenlete y — y, = m(x — X)), igy az érint§ egyenlete:
y =f"(x0) - (x = x0) +£(xo)-

Mivel

f'(x)=(x-ex),=ex+x-ex=ex-(1 + X),

ezért f'(1) = 2e. Ugyanakkor f(1) = e, tehdt az érint§ egyenlete:

y=2e-(x—1)+e=2ex—e. /. abra

Az érint6 egyenletét
tételként is megtanulhatjuk!

lIl. szabaly
Osszedllitotta: Bélcsfoldi Tinde (bolcsfoldi-
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6. példa

2
L Xc—9X+06
Derivaljuk a h(x) = - flggvenyt.
X° + C0OS X
V. szabaly,
Megoldas f(x) = x2-5x + 6,
, ) g(x) = x3 + cosx.
K ) = (f(x)) f0)- g0 = f0-g'C) _
g(x) g2 (x)

Nem fejtettiik ki a szamlalot,

(2x = 5)-(x3 + cosx) — (x2 = 5x +6) - (3x% —sinx) mert most csak a derivalast
= . gyakoroljuk.

(x3 + cos x)?

Osszedllitotta: Bélcsfoldi Tinde (bolcsfoldi-
matek.webnode.hu). Forrds: Sokszin0 matematika - Az
analizis elemei [Mozaik Kiadd]



1. példa ,
Derivaljuk a h(x) = —— filiggvenyt.

SINX
Megoldas
K = (f(x)j f(x) g0~ fx) ') _
(x) g% (x)
1" sinx —1-(sinx)’ _ cosx  ctgx

sin? x sin?x  sinx
Osszedllitotta: Bélcsfoldi T nde (bo I f Idi-
matek.webnode.hu). Forrds: Sokszin0 matematika - Az
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8. pelda

. g
Derivaljuk a h(x) = —

2 flggvenyt.

Megoldas

K = (@)z f@) 800 - f() g _
§) g2 ()
(ex)’-xz—ex-(xz), e¥-x?—e¥-2x €

= x4 = x4 _x3-(x—2).

Osszedllitotta: Bolcsfoldi TUnde (bolcsfoldi-
matek.webnode.hu). Forrds: Sokszin0 matematika - Az
analizis elemei [Mozaik Kiadd]



A legnehezebbek az Osszetett fliggvény differencialasi szabalyara
vezetO feladatok. Ilyen esetben elsO 1épésiink mindig az, hogy meg-
probaljuk eldonteni, melyik a kiilsd, 1lletve melyik a belsé fliggvény.

A dontést nagyban elOsegiti, ha egyrészt tisztaban vagyunk a miveletek
természetes sorrendjével (Osszeadas €s kivonas, szorzas €s osztas, hat-
vanyozas €s logaritmus), masrészt kiigazodunk a zarodjelek kozott.

Ha valamiért mégis gondot okoz a beazonositas, akkor segithet az is,
ha elképzeljiik magunk el6tt, amint egy régebbi tipusu szamoldgépen
1€pésrdl 1épésre kiszamolunk egy helyettesitési ért€ket. Amit elsGnek
kell kiszamitani, az j6 eséllyel a belso fiiggvény, amit utana, az a kiilso
fliggvény lesz.

Osszedllitotta: Bélcsfoldi Tinde (bolcsfoldi-
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9. példa
Derivaljuk a h(x) = sindx fliggvényt.

Megoldas
Azonositsuk a kiilsé, belsé fiiggvényeket: f(X) = X> (kiilsé fiiggvény),
g(x) = sinx (belso fiiggvény).
Ekkor: ) B )
K =[f(ew)] = f(g) &' =

= (3sin%x) - (cos x) = 3sin’x - COS X.

Osszedllitotta: Bélcsfoldi Tinde (bolcsfoldi-
matek.webnode.hu). Forrds: Sokszin0 matematika - Az
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10. példa
Derivéljuk a h(x) = sinx? fliggvényt.

Megoldas
Az el6bbi feladathoz képest megfordul a kiilsd, belso fliggvény. Most
f(X) =sinX (kiilsé fiiggvény), g(x) = x> (belsé fiiggvény):

B =[f(e)] = f(s(x) 8'() =

= (cos x3) : (3x2) =3x2 - cos x>,

Osszedllitotta: Bélcsfoldi Tinde (bolcsfoldi-
matek.webnode.hu). Forrds: Sokszin0 matematika - Az
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11. pelda
Hatarozzuk meg a h(x) = eS"* fiiggvény derivaltfiiggvényét.

Megoldas
A kiils6 f(X) = e¥, abels6 pedig g(x) = sinx fiiggvény:

K =[f(e@)] = £/ (gx)- ¢ (x) = esn* - cosx.

Osszedllitotta: Bélcsfoldi Tinde (bolcsfoldi-
matek.webnode.hu). Forrds: Sokszin0 matematika - Az
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12. példa
Hatarozzuk meg a h(x) = (2x + 1)3 fliggvény derivaltjat.

Megoldas I.
A kiilsé fiiggvény f(X) = X3, a belsd pedig g(x) = 2x + 1:

B0 =[£(80)] = £ () 800 =32x + 1?2 = 6(2x + )2

Megoldas Il.
Fejtsiik k1 ezt a nevezetes szorzatot az
(a + b))’ =a’+3a%b + 3ab?* + b
azonossag alapjan:
W (x) = (8x3 + 12x% + 6x + 1)’ = 24x2 + 24x + 6.

Osszedllitotta: Bélcsfoldi Tinde (bolcsfoldi-
matek.webnode.hu). Forrds: Sokszin0 matematika - Az
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13. példa
Differencidljuk a h(x) = arcsin/x fliggvényt.

Megoldas
Ez is kétszeresen Osszetett fiiggvény, £(X) = arcsin X és g(x) = V/x:
K0 =[f(g0)] = £ (g) - g'0) =
1 1

1 -
_\/1_(\/;)2 2 2x(1-x)

ahol O<x< 1.

Osszedllitotta: Bélcsfoldi Tinde (bolcsfoldi-
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Talalkozhatunk to6bbszordsen Osszetett fliggvények derivalasaval is, pl.:

kx)= f(g(h(x))) esetén  K'(x)=f'(g(h(x))- g (h(x))- B (x).

14. példa
Végill derivaljunk egy tobbszérosen dsszetett fiiggvényt: k(x)=In/tgx.

Megoldas

A legkiils6 fiiggvény f(X) = InX, akozéps6 g(X) = VX, abelsé pedig
h(x) = tgx. Alkalmazzuk a lancszabalyt, illetve a kétszeres szogek
szinuszdra vonatkozo6 addicios Osszefliggést:

K =] £ ([ ())] = £ (s (1x) - & (h(x) - W' () =
1 | 1 1

| |
~ Jtgx 2Jtgx cos?x  2tgx-cos’x 2sinx-cosx sin2x’

ahol kr < x < (2k + 1)% (k e Z).

Osszedllitotta: Bélcsfoldi Tinde (bolcsfoldi-
matek.webnode.hu). Forrds: Sokszin0 matematika - Az
analizis elemei [Mozaik Kiadd]

A t0bbszOrdsen 0sszetett
fliggvények derivaltjat

az un. lancszaballyal
fejtjik ki.



Feladatok:

1. Derivéljuk a kovetkez6 hatvényfiiggvényeket:

a) f(x)=3x*—4x3 - 12x + 60; b) g(x)=(x+3)*-5;
¢) h(x) = Jx: d) i(x) = x5 +Jx3;
. 3 4 12 1
=— - ——+—.
al 2 % =z 60
2. Derivaljuk az alabbi szorzatfiiggvényeket:
a) f(x)=10sinx-tgx; b) g(x) =x -Inx;

c) h(x) = 16*-x10,

Osszedllitotta: Bolesfoldi Tinde (bolcsfoldi-
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J. Derivaljuk a kovetkez0 hanyadostiiggvényeket:

3
a) f(x)= ot 1O; b) glx)=12¢tex,
x? + 5x2
In x
c) h(x) =—.
) h(x) »
4. Derivaljuk az alabbi Osszetett fliggvényeket:
a) f(x)=eB¥; b) g(x) = e\¥;
¢) h(x) = x> +3x+5; d) i(x)=1In(x2 +x).

9. Derivaljuk a kovetkezd tobbszordsen osszetett fliggvényeket:
a) f(x)=sin [cos(xz)]; b) g(x) =tg3/Inx.

Osszedllitotta: Bélcsfoldi Tinde (bolcsfoldi-
matek.webnode.hu). Forrds: Sokszin0 matematika - Az
analizis elemei [Mozaik Kiadd]




